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r  e  s  u  m  e  n
Este trabajo  trata sobre  la  propagación  de ondas  en  interfases  ﬂuido-sólidas  debidas  a excitaciones  diná-
micas,  que son  conocidas  como  ondas  de Scholte.  Se ha estudiado  una  amplia  gama  de  materiales  sólidos
elásticos  empleados  en  la ingeniería.  La interfase  une  un  medio  acústico  (ﬂuido)  y otro  sólido.  Se ha
demostrado  que  por  medio  de  un  análisis  de  ondas  difractadas  en un  ﬂuido  es posible  deducir  las  caracte-
rísticas  mecánicas  del medio  sólido,  especíﬁcamente  sus  velocidades  de  propagación.  Para  este  propósito,
el  campo  difractado  de  onda  de presión  y desplazamientos,  debido  a una  onda  inicial  de presión  en  el
ﬂuido,  se expresa  mediante  las  representaciones  integrales  de  frontera,  las  cuales  satisfacen  la  ecua-
ción de  movimiento.  La  presión  inicial  en  el ﬂuido  es  representada  mediante  una función  de  Hankel  de
segunda  especie  y orden cero.  La  solución  a este  problema  de  propagación  de  ondas  se  obtiene  por  medio
del  método  indirecto  de  elementos  frontera,  que  es equivalente  al  bien  conocido  teorema  de  representa-
ción  de  Somigliana.  La  validación  de  los  resultados  se  realiza  por  medio  del  método  del  número  de  onda
discreto.  En  primer  lugar,  se  muestran  espectros  de  presiones  que ilustran  el  comportamiento  del  ﬂuido
para  cada  material  sólido  considerado,  y  después  se aplica  la  transformada  rápida  de  Fourier  para  mostrar
los resultados  en  el  dominio  del tiempo,  donde  se ejempliﬁca  la aparición  de  las  ondas  de  Scholte y la
cantidad  de  energía  que  transportan.
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a  b  s  t  r  a  c  t
This work  shows  the  wave  propagation  in  ﬂuid-solid  interfaces  due  to  dynamic  excitations,  such interface
waves  are known  as  Scholte’s  waves.  We  studied  a  wide  range  of  elastic  solid  materials  used  in enginee-
ring.  The  interface  connects  an  acoustic  medium  (ﬂuid)  and  another  solid.  It has  been  shown  that  by
means  of  an analysis  of  diffracted  waves  in a ﬂuid,  it is possible  to deduce  the  mechanical  characteristics
of  the  solid  medium,  speciﬁcally,  its  propagation  velocities.  For  this  purpose,  the  diffracted  ﬁeld  of  pres-
sures and  displacements,  due  to an  initial  pressure  in  the  ﬂuid,  are  expressed  using  boundary  integral
representations,  which  satisfy  the  equation  of  motion.  The  initial  pressure  in the  ﬂuid  is  represented  by
a Hankel’s  function  of second  kind  and  zero  order.  The  solution  to this  problem  of  wave  propagation  is
obtained  by means  of the  Indirect  Boundary  Element  Method,  which  is  equivalent  to  the  well-known
Somigliana’s  representation  theorem.  The  validation  of  the  results  was  performed  by  means  of  the  Dis-
crete  Wave  Number  Method.  F
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. Introducción
El estudio de las ondas de interfase que se propagan en las
ecindades de un medio ﬂuido que interactúa con un medio sólido
lástico tiene sus orígenes en los trabajos pioneros de Scholte en
942 y 1947 [1,2] y, por lo tanto, esta clase de ondas se conoce
omo ondas de Scholte. Pertenecen a uno de las 3 tipos básicos de
ndas de interfase presentadas en medios isotrópicos. Comparte la
lasiﬁcación con las ondas de Rayleigh y Stoneley, para las inter-
ases entre medios vacío-sólido y sólido-sólido, respectivamente
3,4].
En las ondas de interfase, la mayor parte de la energía se loca-
iza en la interfase y disminuye exponencialmente en función de
a profundidad. Sin embargo, decae más  lentamente en función de
a distancia que las ondas de compresión y de cortante [5]. Esta con-
entración de energía tiene enormes implicaciones en algunas áreas
e la física y de la ingeniería. Por ejemplo, las ondas de Rayleigh se
studian extensivamente en la ingeniería sísmica y en la sismología
ebido a sus resultados catastróﬁcos durante fuertes movimientos
elúricos.
Se han divulgado algunas otras aplicaciones para casos particu-
ares [6–9], que se centran principalmente en el fenómeno de ondas
e interfase en fondos oceánicos, y en las que destacan caracterís-
icas especíﬁcas sobre la propagación de ondas en interfases, tales
omo atenuación, porosidad, etc. [10–15].
En el campo de los métodos numéricos hay varias formulaciones
isen˜adas para modelar conﬁguraciones complejas de interfases
ara estudiar este fenómeno. Algunos de estos métodos incluyen:
lementos ﬁnitos [16], diferencias ﬁnitas [17,18], elementos fron-
era [19,20], espectrales y pseudoespectrales [21–23], entre otros.
En este artículo planteamos el uso del método indirecto de ele-
entos frontera (MIEF) para estudiar las interfases ﬂuido-sólidas,
ara una amplia gama de materiales sólidos usados frecuente-
ente en ingeniería. Esta técnica numérica se fundamenta en
na representación integral de los campos difractados de onda
e esfuerzos, presiones y desplazamientos, que se puede conside-
ar como una implementación numérica del principio de Huygens,
quivalente, matemáticamente hablando, al teorema de represen-
ación de Somigliana.
Los resultados se expresan tanto en los dominios del tiempo
omo de la frecuencia. Los materiales considerados en el análi-
is se caracterizan por sus velocidades de onda y sus densidades.
 continuación se resumen las principales ecuaciones empleadas
ara desarrollar el MIEF y el método del número de onda discreto
MNOD), empleando este último con ﬁnes de validación. Los resul-
ados de ambas formulaciones concuerdan satisfactoriamente.
. Breve descripción del método indirecto de elementos
rontera
.1. Campo incidente de presiones y desplazamientos
Si asumimos que la ecuación que gobierna la propagación de







, i, j = 1, 3, (1)
onde F = densidad del ﬂuido. Si consideramos que los esfuerzos
n el ﬂuido están relacionados con la presión generada por un pulso
ncidente, entonces esta última ecuación se puede expresar como:
ij(x) = −p0
F
(x)ıij, i, j = 1, 3. (2)r. cálc. diseño ing. 2013;29(3):146–151 147
Por lo tanto, el campo de desplazamientos en el ﬂuido se puede











El pulso incidente en el ﬂuido, según se muestra en la ﬁgura 1a
(inserto), se puede expresar como:
p0
F
(x) = C(ω)H(2)0 (ωr/cF ), (4)
donde p0
F
(x) = pulso incidente en el ﬂuido, x = {x1, x3}, C (ω)  = factor
de escalamiento para el pulso incidente, H(2)0 (•) = función de
Hankel de segunda especie y orden cero, ω = frecuencia circular,
cF = velocidad de la onda compresional en el ﬂuido y r = r(x) es la
distancia del receptor a la fuente.
2.2. Representación integral para los campos de onda difractados
Para representar los campos de onda difractados en el ﬂuido
(para presiones y desplazamientos) debidos al pulso incidente que
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 (•) = densidad de la fuerza para el ﬂuido, GF(•) = función de
Green para el ﬂuido, y c1 deﬁne la orientación de la región y pue-
den asumir valores de –0,5 o 0,5 (véase la explicación para c2, que
se detalla más  abajo). La ecuación (6) se deriva de la ecuación
(5) debido a que el campo de desplazamientos difractados se
obtiene de la derivada del campo de presiones multiplicados por
el factor 1/(f2). Esta relación también se observa entre las ecua-
ciones (3) y (4), las cuales satisfacen claramente la ecuación de
movimiento.
Los campos completos de presión y desplazamientos en el ﬂuido,
es decir, campo incidente y difractado, se pueden expresar, respec-
tivamente, por:
pF (x) = p0F (x) + pdF (x), (8)
uFn(x) = u0
F
n (x) + ud
F
n (x). (9)
Puesto que la fuente se aplica solamente al ﬂuido, se espera
que en el sólido solo aparezcan ondas difractadas que pueden ser
establecidas como sigue.
Considere un dominio V, limitado por la superﬁcie S. Si este
dominio está ocupado por un material elástico, el campo de
desplazamientos bajo excitación armónica se puede escribir, des-
preciando las fuerzas de cuerpo, por medio de la ecuación integral
















= función de Green, que es el desplazamiento produ-
cido en la dirección i en x debida a la aplicación de una fuerza
unitaria en la dirección j en el punto , j() es la densidad de
fuerza en la dirección j en el punto . Esta representación integral
se puede obtener de la identidad de Somigliana [24].
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pigura 1. Espectros de presiones para los casos de interfases mostrados en la tabla
istancia horizontal de la fuente de 1,00 m.  Los resultados obtenidos mediante el M
ínea  continua. Se observa una buena concordancia entre los resultados.
Esta representación integral permite el cálculo de esfuerzos y
e tracciones por medio del uso directo de la ley de Hooke y de
a ecuación de Cauchy, respectivamente, excepto en singularida-
es de frontera, es decir, cuando x es igual a  en la superﬁcie S.
 partir de un proceso límite basado en consideraciones de equili-
rio alrededor de la vecindad de la frontera, es posible escribir, para
 en S:
d






(x) es el i-ésimo componente de tracción, c2 = 0.5 si x tiende
 la frontera S «desde dentro» de la región, c2 = −0.5 si x tiende a S
desde el exterior» de la región, o c2 = 0 si x no está en S. Tij(x ; ) es la
unción de Green de tracciones, es decir, la tracción en la dirección
 en un punto x, asociado al vector unitario ni(x), debido a la aplica-
ión de una fuerza unitaria en la dirección j en  en S. Las funciones
e Green en 2D para un espacio completo pueden ser encontra-
as en la bibliografía de Rodríguez-Castellanos et al. [25–27]. Las
unciones de Green utilizadas para el espacio completo tienen una
structura simple y fácil de implementar. Si bien es cierto que el
so de estas funciones de Green conduce a la necesidad de discreti-
ar la superﬁcie libre, esto resulta aún más  conveniente que el uso
e las funciones de Green para semi-espacio elástico, debido a su
omplejidad. Adicionalmente, se ha demostrado que el uso de las
unciones de Green para el espacio completo deriva en soluciones
recisas [28,29].receptor está localizado a una distancia de 0,05 m de la frontera del sólido y a una
 dibujan con línea punteada, mientras que los obtenidos con MNOD se graﬁcan con
2.3. Condiciones de frontera
En el MIEF es conveniente dividir el dominio en 2 regiones (S
para el sólido y F para el ﬂuido), en las cuales han de establecerse
las condiciones de frontera apropiadas al problema en estudio. Estas
condiciones de frontera para las interfases ﬂuido-sólido se pueden
expresar como:
uS3(x) = uF3(x), ∀x ∈ ∂S = ∂F, (12)
tS1(x) = 0, ∀x ∈ ∂S, (13)
tS3(x) = −pF (x), ∀x ∈ ∂S. (14)
Escribiendo la condición de frontera (12) como función
del campo difractado (10) para el sólido y el campo incidente (3) y


















 ()dS, ∀x ∈ ∂F = ∂S. (15)
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La condición de frontera (14) se puede escribir por medio de (4),












GF (x, ) ()dS, ∀x ∈ ∂F = ∂S. (17)
.4. Esquema de discretización
En esta sección, se muestra la discretización de las ecuaciones
15), (16) y (17). Asumimos que las densidades de fuerza (x) y
(x) deben ser constantes en cada elemento que forme las superﬁ-
ies de las regiones S y F, respectivamente. Además, si empleamos
ntegración gaussiana (o integración analítica, donde la función de

















































onde N es el número de elementos frontera en que se dividieron











= 0, l = 1, N, (21)
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= −c(ω)H(2)o (ωr/cF ), l = 1, N, (23)









Las ecuaciones (18), (21) y (23) forman el sistema de ecuaciones
ntegrales que tiene que ser solucionado, encontrando por ende las
ensidades de fuerza  (x) y  (x). Una vez que se hayan calculado
as densidades de fuerza, se pueden obtener los campos completos
e presiones y de desplazamientos en el ﬂuido, por medio de las
cuaciones (8) y (9). Para el sólido, los campos completos de des-
lazamientos y tracciones se pueden obtener por medio de las
cuaciones (10) y (11). El esquema de discretización que usa el MIEF
uede consultarse adicionalmente en Rodríguez-Castellanos et al.
30] y en Ávila-Carrera et al. [31]. La interfase del ﬂuido con el sólido
s modelada con elementos frontera cuya longitud se propone igual
ara ambas regiones (ﬂuida y sólida). El taman˜o de cada elemento
rontera, empleado en el modelo de la interfaz, depende de la fre-
uencia analizada. Como regla general, tal taman˜o corresponde a
/6 de la longitud de onda de cortante obtenida a esa frecuencia.
ste taman˜o de elementos frontera es el adecuado para el estu-
io de difracción de ondas. El orden del sistema de ecuaciones que
e obtiene es 3*N, donde N es el número de elementos frontera
n que se divide la interfase, dependiente de la frecuencia. Para lar. cálc. diseño ing. 2013;29(3):146–151 149
mayor frecuencia analizada se utilizó N = 250 elementos frontera,
obteniendo un sistema de ecuaciones de 750 × 750. Las estradas de
este sistema de ecuaciones están en el campo complejo y dependen
de la frecuencia. Las matrices obtenidas son asimétricas.
3. Breve descripción de la formulación por medio
del método del número de onda discreto
El MNOD es una de las técnicas empleadas para simular los
movimientos de ondas. La onda sísmica que irradia desde una
fuente se expresa como una integración en el dominio del número
de onda [32]. La idea principal del método es representar una
fuente como una superposición de ondas planas que se propagan en
ángulos discretos. Debido a que el medio no cuenta con amortigua-
miento inelástico, el denominador del integrando se hace cero para
un número de onda particular y, por lo tanto, la integración numé-
rica se hace imposible. Para solucionar este problema, se incorpora
una frecuencia compleja en la formulación [32].
El pulso incidente en el ﬂuido, según se muestra en la ﬁgura 1a
(inserto), se puede expresar como:
p0
F




















− k2 con Im  〈 0. Si expre-
samos k en valores discretos, entonces tenemos: kn = n
k y n =√
ω2
cF2
− k2n Im n 〈 0.
Si asumimos que el campo completo de presiones en el ﬂuido
está representado como la suma del campo incidente y el difrac-
tado, se pueden expresar, respectivamente, como:




























Para el sólido, asumimos que el potencial de desplazamientos
tiene la forma  =
∑











− k2n con Imn 〈 0.
˛ y  ˇ son las velocidades de la onda compresionales y cortantes del
sólido, respectivamente. a = distancia entre la fuente y la frontera
del sólido.
El campo de desplazamientos para el sólido se puede expre-








. El campo de esfuerzos se
obtiene por la bien conocida ecuación:ij(x) = εkkıij + 2εij, (28)
donde ij(x) = tensor de esfuerzos,  y  son las constantes de Lamé,
εij = tensor de deformaciones y ıij = la delta de Kronecker.
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Figura 2. Sismogramas sintéticos de presiones obtenidos por medio del M
Tabla 1
Propiedades del material usadas como validación y ejemplos numéricos
Modelo  (m s−1)  ˇ (m s−1)  (kg m−3)
Agua-resina 2.443 1.000 1.270
Agua-granito 6.100 2.977 2.700
Agua-acero 5.837 3.247 7.874






























oAgua-arenisca 2.670 1.090 2.200
Agua-pasta de París 3.372 1.872 1.908
Agua, para todos los modelos 1.501 – 1.000
Las condiciones de frontera que se aplican están representadas
or las ecuaciones (12), (13) y (14). Una vez que estas se hayan
plicado, se obtienen los coeﬁcientes desconocidos An,  Bn y Cn.
inalmente, se obtiene el campo completo de la presiones en el
uido por medio de la ecuación (26).
. Prueba y ejemplos numéricos
Para probar la exactitud de nuestra formulación, seleccionamos
arios casos de interfase donde empleamos una amplia gama de
ropiedades de materiales sólidos (ﬂexibles a rígidos) caracteriza-
os por sus velocidades de propagación de onda y densidades. Las
ropiedades de los materiales que fueron utilizados en los cálculos
e muestran en la tabla 1, donde se presentan 6 casos.
Estos materiales fueron considerados previamente por Borejko
33], quien desarrolló técnicas teóricas y experimentales para
emostrar la aparición de las ondas de interfase en varios materia-
es como los mostrados en la tabla 1. Sus resultados demostraron
na buena correlación entre los teóricos y experimentales.
La ﬁgura 1 muestra los espectros de presión para los 6 mode-
os analizados (tabla 1). Para todos estos casos, la presión inicial
fuente) fue generada a una distancia de 0,05 m de la frontera del
ólido elástico (véase inserto en la ﬁg. 1a). El receptor se coloca
 una distancia horizontal de 1,0 m de la fuente (según se mues-
ra en el detalle de la ﬁg. 1a). Se lleva a cabo el análisis en frecuencia
onsiderando incrementos de 150 Hz hasta alcanzar un máximo de
9.200 Hz.
En esta ﬁgura se exhiben los resultados obtenidos por el MIEF
línea punteada) y por el MNOD (línea continua). Se observa una
xcelente correspondencia entre los 2 métodos para el rango de
recuencia estudiado. También se puede ver que para los modelos
e agua-resina y agua-arenisca se maniﬁestan levemente efectos de
esonancia. Sin embargo, en ambos casos, a partir de la frecuencia
e 6.000 Hz, las curvas describen un funcionamiento casi idéntico tienden a ser asintóticas.
Para el resto de los modelos (ﬁg. 1b-f) el espectro de la pre-
ión muestra un comportamiento simple y monótono, describiendo
scilaciones de pequen˜a escala en cada caso. Se puede notar queTiempo (seg) x 10
IEF para los casos de la interfaz: a) agua-arenisca; b) agua-granito.
para la ﬁgura 1a,e las presiones registradas son casi insigniﬁcantes
después de 6.000 Hz.
En la ﬁgura 2 se muestran los campos de presiones y el dominio
del tiempo para los casos de las interfases agua-granito y agua-
arenisca (tabla 1). Para este ﬁn, se aplica una transformada rápida
de Fourier (TRF) utilizando un pulso Ricker. Estos modelos se anali-
zaron utilizando incrementos de frecuencia de 150 Hz, y se alcanzó
una frecuencia ﬁnal de 19.200 Hz. Por medio de la TRF es posible
observar los diferentes tipos de ondas que emergen en este tipo de
interfases.
Las variaciones de presión se ilustran con sismogramas sintéti-
cos en 25 receptores. El primer receptor fue colocado a una distancia
de 1,0 m de la fuente, y el resto de los receptores fueron colocados
utilizando un incremento de distancia de 0,05 m. La distancia entre
la fuente y el sólido elástico es de 0,05 m (ﬁg. 1) para ambos casos.
En la ﬁgura 2a se muestra el fenómeno de propagación de ondas
para el caso de la interfase agua-arenisca. Es posible observar la
inﬂuencia de  ˛ (velocidad de onda compresional de la arenisca,
también conocida como velocidad de onda P), representada como
tsp. La onda directa que viaja en el ﬂuido y que es percibida por
los receptores se etiqueta con tf
d
, y la onda de interfase de Scholte
es ilustrada con tsSc . El superíndice s representa «arenisca», mien-
tras que f es para «ﬂuido».  Borejko [33] también encontró este
tipo de ondas por medio de estudios teóricos y experimentales.
En este caso, las velocidades medidas fueron, para tsp ≈ 2600 ms−1,
tf
d
= 1500 ms−1 y tsSc = 937.5 ms−1.
En la ﬁgura 2b se muestran los frentes de onda que emergen
de la interfase agua-granito. Es posible identiﬁcar las velocidades
asociadas de onda con pseudo Rayleigh, directa y Scholte, que se
propagan a tgpR = 3076.9 ms−1, t
f
d
= 1500 ms−1 y tgSc = 1500 ms−1,
respectivamente. El superíndice g se reﬁere a «granito». Nuestros
resultados en estos 2 últimos casos concuerdan con los obtenidos
por Borejko [33]. Es importante mencionar que las ondas de Scholte
viajan a una velocidad cercana a la onda directa en el ﬂuido para
este caso y, por lo tanto, solo se ve un frente de onda. Esto también
fue reportado por Borejko [33]. En esta ﬁgura se aprecia la existencia
y la propagación de ondas de Scholte, y se destaca la importante
cantidad de energía que transportan.
5. Conclusiones
En este trabajo se formula el método indirecto de elementos
frontera para estudiar la propagación de ondas elásticas en interfa-
ses ﬂuido-sólidas. Con esta técnica numérica, basada en el principio
de Huygens y en el teorema de representación de Somigliana, los
campos de presiones y desplazamientos son expresados en térmi-
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e Green del espacio completo, tanto para tracciones como para
esplazamientos, pero son restringidas para satisfacer las condi-
iones de frontera apropiadas que prevalecen en las interfases
uido-sólido.
Se analiza una amplia gama de materiales de ingeniería caracte-
izados por sus velocidades de onda y densidades. En los espectros
ostrados es posible observar que para los modelos de agua-resina
 agua-arenisca se maniﬁestan levemente efectos de resonancia.
in embargo, en todos los casos, a partir de la frecuencia de 6.000 Hz
l espectro de la presión muestra un comportamiento asintótico,
uesto que describe oscilaciones de pequen˜a escala. Los resultados
btenidos mediante nuestra técnica numérica fueron compara-
os con los del MNOD, y se observó buena concordancia entre
mbos métodos.
En los resultados en el dominio del tiempo se manifestó la
xistencia y la propagación de ondas de Scholte y se destacó
a importante cantidad de energía que transportan.
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